‘ Mechanika ogolna

Wyktad nr 11
Glowne centralne osie bezwladnosci.

Charakterystyki geometryczne
figur ptaskich — przykiady.

- Obrot uktadu
- wspoitrzednych,,
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Obrot ukiadu
- wspoitrzednych.,
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- Obrot uktadu
- wspoirzednych,,
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Obrot ukiadu

- wspotrzednych,
' Sinz(/5:1—0032¢ cosz¢=1+cgsz¢

2SN¢ COS¢p = SN 2¢
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- Warunek

'~ m Zerowanie sie momentu
odsrodkowego:

|, =0

1 :
E(Ié —1,)sin2p, + 1, cos2p, =0

m Kat obrotu osi:

A 2l

én én
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Warunek wystepowania
- ekstremum

- dl, .
—X=—(I,-1,)sin2$ -2l cos2g,=-2l,,.

dp

dl .
d_(;:(|§ —1,)sin2¢+21,, cos2p, =2l
di dl
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ly =0 | I, ekstremalne

- Ekstremalne wartosci
- momentow bezwladnosci

' 1
tg2p, =—2=  COS2p, = = =1
‘ . =1, J1+1t9% 24, \/(Ig ~1, )2+4Im:2

1929, _ _2|nr§
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2
I§+I,7 Ig—l,7 ,
| e = > + > +I§,7




Giowne centralne osie
- bezwladnosci

" m Osie wzajemnie prostopadte wzgledem
ktorych moment odsrodkowy réwny
jest 0 to osie gtdwne bezwtadnosci.
Jezeli sq one osiami Srodkowymi, to sq
to gtldwne centralne osie
bezwiadnosci.

,=0 1.l

oly=max v min

- Obrot z osi gtownych
- na dowolne

7 y
& =XCos¢ + ysing A

1N =—XSing + yCcos¢ yCoSd

xsih¢

s a2 2 : F a2 2
I, =1,9n"¢ +1,cos"¢ -2I, sing cosp =1, ,sn"¢ +1, cos”¢

_ 2 ) - _ 2 : 2
|, =1,c08°¢ +1,9n%¢ +2I, sing cosp =1,cos’¢ +1,sn"¢
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Koto Mohra,

maomenty odsradkowe

< mex_y

- Koto Mohra.,

" m Etapy graficznego wyznaczania
momentow bezwitadnosci wzgledem
srodkowych osi gtownych:

— zaznaczenie na uktadzie wspotrzednych
punktow : A(J; , -J.,) i BQ, , J:,);
— zaznaczenie Srodka okregu O jako punktu

przeciecia osi rzednych i linii fgczacej
punkty AB;

— wyrysowanie okregu o promieniu OA.
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Koto Mohra

- m Punkty przeciecia okregu i osi
rzednych wyznaczajq wartosci
ekstremalnych momentow
bezwtadnosci wzgledem srodkowych
osi gtownych.

m Kgt pomiedzy osig rzednych; a linig AB
jest rowny 2¢,,.

» Uktad wspotrzednych obracamy o kat
b, przeciwnie do wskazowek zegara.

- Wzory,
+ | Figura, Wspétrzedne Momenty Momenty
pole powierzchni | srodka ciezkosci bezwiadnosci odsrodkowe

w ukiadzie én
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Wzory.

Figura, Wspotrzedne Momenty Momenty
pole powierzchni | Srodka ciezkosci bezwtadnosci odsrodkowe
w ukfadzie &n
Tréjkat b bh® b’h?
- | =— |, =
prostokatny & 3 T 1o Y
3
n A 1, n = D | = m b2h2
3 K 12 Ig =
oto 72
1\ Lo
io; &o 36
\ o
b g' Mo 36
a=lh
2
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Wzory
Figura, Wspétrzedne Momenty Momenty
pole powierzchni | $rodka ciezkosci | bezwtadnosci odsrodkowe
w ukiadzie én
Koto d 5 5 rd*
—r=— . ==ar*=—zxd* | I. =xnr*=
c=r=3 4 " 16
n:r:g In :§ﬂr4:%ﬂ-d4 Ié(ﬁozo
2
| = zrt _zd
4 64
p mr _zd
, o4 64
A=7Tr2=ﬂj _art xd?
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Wzory .

Figura, Wspotrzedne Momenty Momenty
pole powierzchni | $rodka ciezkosci bezwtadnosci odsrodkowe
w ukfadzie &n
Potkole 4 4
A ° 8 128
N=No 4 4
n =21 _0, a2aar _ar _=d ey, =0
3x T8 128
r &
|. = r4 (E — ij —
g 0 8 o
d=2r =0,1098r*
a-rl_rd _ar’ _zd’
2 8 8 128
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Wzory
Figura, Wspétrzedne Momenty Momenty
pole powierzchni | Srodka ciezkosci bezwtadnosci odsrodkowe
w ukiadzie én
Cwiartka kota n _ 7r_r4 _ rd? (4
A A § =5 =0.4244r 16 256 b =g
n Mo 4r zr* xd?
== 1 4
=——=0,4244r = =——|r*=
=37 T 16 256 | g (8 %Jf
£ . _r(m_8)_| =-00165r
> o208 o
%’ =0,0549r*
d=2r | _r“(n_Sj_
7 zd? o288 9r)
416 = 0,0549r*
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Przykiad 1

R —

al=9cm | a2=3cm

19

- Podziat na figury proste

i

a:=12cr  ao:=3cr

r:=6cn
b:=6cm
A

arp:=9cmr

h:=6cm

20



Pole powierzchni

or _ 3

Ap = T‘4 Ap = 2827x 10 °nf  Ap = 28.274cn
3 2 2
Ag=a-b Agp=7200x 10 m Ag =72cm

1 _
Acy = Ea]_- h  Acy1=2700x 10 3m2 Act= 27cm2

1 _
Aco = Eaz- h  Ac2=9.000x 10 4m2 Aco = 9cm2

A=Ap+AB+AC1+AC2

A = 136.274cn? A = 1.363x 10 °nf

| 21

Momenty statyczne .,

. 4 r —
Sag = AA - 5 - = Sag = 72c:m3 Sag = 7.200x 10 5m3
o
1 _
Sg: = AB- > b Se = 216cm3 Sgr = 2.160x 10 4m3

1

_4 3
Scie =Ac1-| b+ 3 h Sc1e = 216cm3 Sc1e = 2.160x 10 4m“

1 _5 3
Scog =Ac2-| b+ 3 h Scoe = 720m3 Scog = 7.200x 10 5m

St = Sae+ SBe + Scie + Scg

3 —4 Z
Sg = 576cm Sa =5760x 10 m

| 22



Momenty statyczne .,

: 4 1 3 _5 3
San = AA - 3 San =-72cm” Spp=-7.200x 10 "m
T
1 _
Sen = Ag- -a Sy =432cm°  Sgy =4.320x 10 “m’
2 3 —4 3
S =Act-T-a Scin =162cm” Sciy =1.620x 10 'm

3

1 3 —-5 3
Scon = Ace- (al + 5 : az) Scon =90cm”  Scon =9.000x 10 "m

Sy = SAn + By + Scin + Scon

s, = 612cm” S, = 6120x 10 *m"

| 23

- Wspotrzedne srodka
- ciezkosci

S
mo = f no=4.22/cm mng=0.042m

Ed

i
9= gg—449lcm  Eg=4491x 10 ‘n

A

U
0 n
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Warianty transformacji
momentow bezwiadnosci

" m Wariant A

— Transformacja z osi wtasnych kazdej z figur
sktadowych do osi dowolnych, a nastepnie z tych
osi dowolnych do osi wiasnych catej figury

ztozonej.
m Wariant B

— Transformacja z osi wiasnych kazdej z figur
sktadowych do osi wtasnych catej figury ztozonej,
ktore dla kazdej z figur prostych sg dowolnymi
(nie przechodza przez ich srodki ciezkosci).

Wariant A

25

- Momenty bezwladnosci .,

IBg = IBg = 864cm4

ai-h 1 )2 4
lc1e = - +Ac1| b+ 5 : h) lc1e = 1782cm

ap - h3

2
1
lcoe = + Ac2: (b + 5 : h) lcos = 594cm4

le =lag+ IBg+ lc1e + lc2e e = 3494.469:m4

Az = 254.46%0m° |pg = 2.545x 107 O

4

Ig: = 8.640x 10 °m’

lc1e = 1.782x 10 >m

lcoe = 5.940% 10 O

e = 3494x 107 °m

26



Wariant A
Momenty bezwladnosci .,

4

IAn = “1'6r Ay = 254.46%m"  Ip, = 2.545x 107 O’
2 b 4 ~5 4
IBn = 3 IByy = 3456cm IBn =3.456x 10 "m
a°-h 2 2 4 _5 4
lcin = % +Act- :—3 -y lcin =1093.5cm°  Ic1y =1.093x 10 "m
3
a -h 1 2 4 -6 4
lcon = +Ac2- | a1+ :—3 -ap lcon = 904.5cm lcon =9.045x 10 "m

4 —5 4
Iy =1an+ lgn + Iciq + lcon |y =5708.46&m” 1, =5.708x 10 ~m

27

Wariant A
Momenty odsrodkowe .,

4
6 4

r _
|AEn = -162cm"  Ipgn = ~1.620x 107 °m

S ey
a2 . b2 4 5 4
IBEn = 2 IBen = 1296cm IBen =1.296x 10 "m
2,2
a -h 2 1 4 _5 4
lc1en = - +Ac1- :—3 ar-| b+ :—3h lc1en = 1336.5cm” Icgen=1.336x 10 "m
2 /2
a -h 1 b Lh 4 _6 4
lcoen = — - +Ac2-| a1+ :—38.2 | b+ :—3 lcoen = 715.5cm- lcogy = 7.155x 10 "m

4 -5 4
|<t311 = IA&U + |B(‘c311 + ICl&n + ICZ‘:TI I‘:Tl = 3186cm |<t311 =3.186x 10 m

28



Momenty bezwitadnosci
- wzgledem osi wiasnych

2 _
‘ leo=1¢ —A-ng leo = 1059.85]cm4 l¢o = 1.060x 10 5m4
2 4 -5 4
lho=1n—A-& In0 = 2960.01Xm lno0=2.960x 10 "m

4 —6 4
leon0 = len —A - S0 Mo leono =9599.218m lg00=5.992x 10 m

| 29

~Wariant B
- Momenty bezwitadnosci «,

4 2
r{m 8 4r 4 _6 4
" =—|—--—1|+AAa" -—==— laz0 = 150.951cm | =2545x 10 "m
A0 2[8 97:) A (no 3 n) A0 A0
3 2
a-b b 4 -6 4
| = + Ap- - = Iggo = 324.357cm Igeg=3.244x 10 "m
B0 =~ B (no 2) BEO BEO
ay-h B 1 P 4 _6 4
lc1z0 = % +Ac1-|no-| b+ 5 -h lc1e0 = 438.407cm lc120 =4.384x 10 "m
a-h ] 1 P 4 ~6 4
lc2eo = % +Ac2-|no-| b+ 3 h lc2z0 = 146.136cm lcogo = 1.461x 10 "m

leo = laz0 + IB20 + Ic120 + IC260 leo = 1059.8510m4 lgo = 1.060x 10 5m4

30



Wariant B
- Momenty bezwladnosci .,

4 2
. r T 8 4 r 4 -5 4
lAqo=—=-|=-—|+Aa-|&-|—= — lan0 = 147141%m"  Iaq0=1471x 10 “m
2 \8 9.1 3 n
3 2
b a 4 _5 4
IBno = +AB- (éo - Ej lgno = 1027.96Zm"  Igyg=1.028x 10 “m
3
a1 -h 2\ 4 —6 4
lcino = 36 +Ac1| - 56\1 lc1no = 182.986cm lcin0=1830x 10 "m
% -h 1 ? 4 _6 4
lcono = % Ac2-|S—|a+ 32 lcon0 = 277.648cm”  lcon0=2776x 10 °m
4 _5 4
lho =1Aano+ IBno+ Icino + Ic2no 1o = 2960.013m lho=2.960x 10 "m

| 31

Wariant B
Momenty odsrodkowe

Inzon0 = —(3 - ijr4+ An- [no— ﬂj - [@o— (—i‘ - iﬂ
8 On 3n 3 =
IAZ0n0 = 355.688M"  Iaz0n0 = 3557x 10 Om’
IBzon0 = 0+ Ag - (no _ g) . (go _ g) IBEOn0 = 133291’ IBzon0 = ~1.333x 10° O
2

2
lc1z0n0 = - +Ac1~[no—(b+§-hﬂ-(éo—galj
4

Ic1eon0 = 194.23%m’ lc1E0n0 = 1.942x 10 ®m

2 2
a -h 1 1
lc2eon0 = — = +Ac2-|no- b+§-h | & - at 2@
4

lc2eon0 = 182.58%m" lcoeon0 = 1.826x 10 ®m

4 _6 4
leono = 1As0n0 + IB£ON0 + IC120n0 + IC260n0  leon0 = 599.218&m leono =5992x 10 "m

32



Giowne centralne osie
- bezwladnosci

' 2l
v = 20 \|f=atan( ‘ionoj
ITIO_ |§0

v = 0.563rad v = 32.240deg

b=~ ¢9=028rad  ¢g=16.120deg

f Giowne centralne osie
- bezwiladnoscai .,




Ekstremalne wielkosci
- momentow bezwiladnosci

2
| ~ leo + 1n0 N le0 — Ino L 2
max = 5 5 203[0)

I max = 3133.19%m" Imax = 3.133x 10 ® !
| | o= 110

L E0 + no 0~ In0 o O2

min 2 5 &n

Imin = 88667cm4 |m|n = 8867)( 10_ 6 m4

| 35

- Koto Mohra

1059.851

886.67 /

599,213

599.218

2960.013

3133.193
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Przykiad 2

i

l -

llcm

38



Pole powierzchni

Ap =a-b Ap = 4.000x 10 3n? AA:40c:m2
nor 3 2 ,

AB == Ag =3.927x 10 “m Apg = 39.27cm’
1 _

Ac = Ec- d Ac =6.000x 10 4m2 Ac= 6c:m2

A =Ap+AB-Ac

A = 73.270cr? A =7.327x 10 °m?

| 39

- Momenty statyczne

1 _5 3
- Sas=Aa- E b Sag = 800m3 Sag = 8.000x 10 5m

4r 3 —4 3
SB§ =Ap- (b + 5 —) SB§ = 240.41%m SB§ =2404x 10 m

T

Sce = Ac- éd Sce = 6cm° Sce = 6.000x 10 O3

S = Sag+ SBg— Sce
3

S = 314.413cm3 S¢ = 3.144x 10 4m

| 40



Momenty statyczne .,

C San=Aa-T SAn = 200cm3

1

1 3
Scn = Ace (a— gc) Scn = 92¢m
Sn = SAn+ SBn ~ Sty

S, = 344.35m° S, =3.443x 10 “m’

Wspotrzedne srodka

- ciezkosci

San = 2.000x 10 *m"

Scn =5.200x 10 "m

Sgy = 196.35m° Sgy, = 1.963x 10

5

3
m

3

41

3

no = A -

no=4.29lcm ng=4.291x 10 2y "

Sh

QOZX

om

gg=4.7cm  Eg=4.700x 10 %m

I Mo

Scm

4cm

11cm1

3cm

6cm

4cm

42



Wariant A
- Momenty bezwladnosci .,

3
lag = a-3b lag = 213.3330m4 lag = 2.133x 10 6m4
4 © 8 4r 2 4 5 4
|B<t3:I‘ ——— |+Ag:|b+—=—— IB;3:154O.422cm |B<t3:l.540>< 10 “m
8 On 3n
3 2
Ice = — 4 | ac-[ L Ice = 9cm Ice = 9.000x 10 °mi"
36 3
4 -5 4
|<t1 = IA&"‘ IBi_ IC& |<t1 = 1744.755cm |<t1 =1.745x 10 “m

| 43

Wariant A
Momenty bezwladnosci .,

3

Ay = = 3 b Ay = 133333Tm°  Ip, = 1333x 10 Om’
gy = ——— + Ag- 1 Igy = 1227.185cm"  Igy = 1.227x 10 °m"
ICn = C;d + Ac- (a— éc)z Icy = 456cm ICy = 4.560x 10 Ot
Iy = 1A + 18y - lcn Iy =210451&m° I = 2105x 10 >’



Wariant A
Momenty odsrodkowe .,

2 2

lAEn = a £.1b lAEn = 4OOcm4 | Agn = 4.000x 10 6m4
IBen = 0+ Ag- T (b ; gij Igen = 1202065m " Igg, = 1.202x 10 '
T
C2- d2 1 1 4 ~7 4
lcen = - + Ac- 5 d- (a— 50) lcen = 54cm lcgn =5400x 10 "m
len = lagn + IBen — lcen len = 1548,065m lgn = 1.548x 10 '
| 45
|
Y 4 ]
Momenty bezwtadnosci
- wzgledem osi wilasnych
lio =1z —A- noz lz0 = 305,550 lgp = 3.956x 10° ®
lo=ln—A- 502 Ino = 486.165m Ino = 4.862x 10° Ot

4 _7 4
leon0 = len ~A-&0-mo  leono = 70.406cm’  lggno = 7.041x 10 'm

46



Wariant B
- Momenty bezwladnosci .,

3 2
laz0 = als + Ap - (no - gj laz0 = 263.31cm4 laz0 = 2.633x 10 6m4

2
4 8 4 r
Igeo=r|—-—|+AB- —|b+—=—
o= ) pe o (o 52)]
6 _4

Igeo = 200.23%m " Iggo = 2.002x 10 °m

3

2
d 1 _
Icz0 = 036 + Ac- (no - gd) Iceo = 67.99m"  Icz0 = 6.799x 107 m
4 _6 4
lso = Ias0 + 1B20 — Ice0 lzo = 395.55%cm lgp =3.956x 10 "m

47

~Wariant B
- Momenty bezwitadnosci .,

| 3 2
ab a _
IAT]O = —12 + Ap - (Z‘Jo - Ej IAnO = 336.94cm4 IAnO =3.369x 10 6m4

4
r 2 _
IBno =7 + A (20-1) IBr0 = 248.977cm’’ Igno = 2.490x 10 Ot

I —CS'd+A &0 — a——lc i
Cno 6 C|<0 3
7 4

Icno = 99.752em" o= 9.975x 107 ' m

90 = 1An0 + IBno - Icno o = 486.165m" Ino = 4.862x 10 °m’

48




Wariant B
- Momenty odsrodkowe

i b a 4 ~7 4
lagon0 = 0+ Aa - (no — Ej . (é’;o - E) |Ag0n0 = —27.518m lAson0 =-2.752x 10 "m

4 .
Igzon0 = 0+ Ag- [no - (b = —ﬂ (20-1) lBron0=2158%m  Ipggno=2159x 10 'm'

T

2 2
-d 1 1
oo S (r0-30)-so- (2 30
7 4

ICeon0 = ~76.3350m" Iczono = ~7.633x 10 'm

leono = 1Aaz0n0 + 1BE0n0 — lce0n0 leono = 70.4060m4 leono = 7.041x 10 7m4
| 49
Glowne centralne osie
- bezwtadnosci
| 2l:0n0
Vv =200 VY= atan(a—on)
ITIO — |§0
v = 0.999rad v = 57.241deg
90 = — 90 = 0.500rad 90 = 28.620deg

2
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Giowne centralne osie
- bezwladnosci .,

y o |
AT]
X
n B I
'S
o
R
. A
p C :
S
= \ 4c

- Ekstremalne wielkosci
- momentow bezwladnosci

2
| ~ |§0+ Ino . I&O_ Ino Y 2
max = 5 5 03[0)

I max = 524,583 Imax = 5.246x 10 ® !

2
o leo+ 1m0 [f Teo —Ino e 2
min = 5 _2 03[0

lmin = 357.14cm” Imin= 3.571x 10 Ot



Koto Mohra

395,559

357.14

70,406

486.165

524,583

Przyktad 3

m WyznaczyC potozenie y1
gtownych centralnych L
osi bezwtadnosci i — |
gtéwne momenty
bezwtadnosci przekroju |

ztozonego z < [l

|
|
|
|

Xk

ksztattownikow
walcowanych:

ceownik 200

katownik 120x80x10 f)) X1




Charakterystyki
- geometryczne

|Ye S
. ceownik 200 i i katownik 120x80x10 tgo. = 0.435
2 KJ 2
AC =32.2m ‘ Ak = 19.1cm Imaxk: |a(
lye = 1910em” lyk = 276cm” xyk = tga-(lyk - Iman)
| |y = —9.535x 107 'mi"
yo-tem 5|l X iy 9sam Xyk
4
| Lo - 56.&:m4 . Yk Ixyk:—95.352cm
eyc = 2.01cm g nk |
o AN g = 317.3m°
C a £
Lo = omt ! Q\ o -39Tm N Xk
y L» 2,01cm éi [ | | R
ey = 1.9m I AN \
! 1,95¢ ‘
hy = 120mm gen |
| 55
|
- Momenty statyczne
= Pola powierzchni: o U
2 —~3 2 Y
Ar=A +A Af =51.3cm A;=513x10 m :F \
f K IC f ’ f’ . . 7 . | }
m Wspotrzedne srodkow ciezkosci: |||
|1 1
Y1k = he — hy + Vi =0119m  yq.=1192cm X |||/
k=" k* &k Yik 1K n
ne
V1=~ y1c=10cm yq.=0.1m |
y
— X1
s Momenty statyczne: |
Se1c= AgY1c Seqe=322em°  Sqo=322x 10 Tm’
Se1k= AkY1K Sk=227.67&m° Sy =2277x 10 m’

3 4

3

56



Momenty statyczne .,

- m Wspoirzedne srodkow ciezkosci: v ¥
‘ X1k = eyk X1k = 1.95cm X1k = 0.02m \
\
|

X1c = —eyC X1c = —-0.02m X1c = —-2.01cm % :

s Momenty statyczne: )
Sylc =AcXc Sylc - —64.7220m° sy 1o = —6.472x 107 503
Sylk = Ak Xk Sy1k = 37.245Cm3 Sylk —3725x 10 5m3

Syaf = Sytc* Sypk Syar = -2ATIOm’ Sy =-2748< 10

- Wspotrzedne srodka
- ciezkosci przekroju

57

%
2
5

<

Xo=-0536cm  xy=-5356x 10 °m

Yo

|
|
|
| <
S DR & & o
Ay
|
|

yo=10.715m  yg=0.107m

58



Momenty bezwitadnosci

i moment odsrodkowy

' Ixo= Ixkt Ak'(ylk—yo)2+ lyc+ Ac'(ylc—yo)2 ye
‘ 0= 2230.195m"  l,0=223x 10 “m’ yo " "
—
|
lyo = lyk + Ak'(xlk_ x0)2 + lye + AC.<X1C— ><O)2 S |
lyo = 4341020 lyo = 4341x 107 i’ .
i & 0
xoy0 = xyk + Ak (XK = %) (Yak — Yo - | ‘ )
+lyyct Ac'<xlc - XO)'(ylc - yO)
4 -8 4 |
|X0y0= -4.2cm |X0y0= -42x 10 m 2/ X1
| X1
‘ 59
|
|
y ||
Gtowne centralne osie
i r -
- bezwiladnosci
y
i
Y1
YC! Vi
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